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Аннотация. 
Актуальность и цели. Цель работы – исследование процесса образования 

волн при обтекании потоком идеальной жидкости бесконечной глубины кру-
гового цилиндра, находящегося под поверхностью жидкости. 

Материалы и методы. Для решения задачи действие цилиндра заменено 
действием диполя, который заменял бы собой цилиндр при его обтекании не-
ограниченным потоком. Применен метод теории возмущений – метод малого 
параметра. Разложением неизвестных функций в ряды по степеням малого па-
раметра исходная задача разбита на задачи по порядку малости. 

Результаты. С точностью второго приближения получены выражения для 
потенциала скорости жидкости и ординаты свободной поверхности.  

Выводы. Исследовано влияние различных параметров задачи на форму 
свободной поверхности жидкости. 

Ключевые слова: поток идеальной жидкости, обтекание цилиндра, метод 
последовательных приближений, поверхностные волны. 
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OCCURRENCE OF WAVES ON THE SURFACE  
OF FLUID FLOWING IN A CIRCULAR CYLINDER 

 
Abstract. 
Background. The aim of the work is to study the process of formation of waves 

of ideal fluid of infinite depth flowing around a circular cylinder located below a 
liquid surface. 

Materials and methods. To solve the problem the action of a cylinder was re-
placed by the action of a dipole, which would replace a cylinder with its unlimited 
flow stream. The author applied a method of the perturbation theory - the small pa-
rameter method. By the decomposition of unknown functions in powers of the small 
parameter the initial task was broken down into tasks in the order of smallness. 

Results. With the accurace of the second approximation the author obtained ex-
pressions for the potential velocity of liquid and the ordinates of free surface. 

Conclusions. The researcher has studied the effect of various parameters of the 
problem on the form of free surface of the liquid. 

Key words: ideal fluid flow, flowing around a cylinder, method of successive 
approximations, surface waves. 

Введение 

Решение задачи об образовании волн при обтекании кругового цилин-
дра, находящегося под поверхностью жидкости, обычно находится либо для 
волн малой амплитуды [1–3], когда условия на поверхности жидкости сво-
дятся к линейным в предположении, что скорость потока значительно пре-
восходит скорость возмущения жидкости, либо с применением численных 
методов [4–6]. При аналитическом решении нелинейных задач о поверхност-
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ных волнах как правило используется метод малого параметра, подробное 
описание которого можно найти, например, в [2, 7]. Однако рассматриваемые 
при этом задачи обычно отличаются параметрами среды, а влияние на волно-
вое движение погруженных в жидкость тел не исследуется. В данной работе 
метод малого параметра применяется для решения нелинейной задачи об об-
разовании волн, вызванном обтеканием кругового цилиндра потоком идеаль-
ной жидкости. 

1. Задача об обтекании цилиндра 

Пусть под поверхностью идеальной жидкости бесконечной глубины 
расположен цилиндр радиуса a, на который набегает поток жидкости со ско-
ростью c (рис. 1). Введем систему координат так, что ось Ox совпадает с не-
возмущенной свободной поверхностью, а ось Oy направлена вертикально 
вверх. Центр цилиндра находится в точке (0, –h), а его образующие перпен-
дикулярны плоскости Oxy. Предположим, что движение жидкости потенци-
ально. Кроме того, в силу постановки задачи движение является установив-
шимся. Тогда компоненты вектора скорости возмущенного движения жидко-
сти можно представить в виде 

, ,u c v
x y

   
 

 

где функция  ,x y  – потенциал скорости возмущения основного потока, 

который удовлетворяет уравнению 0  . 

 

 

Рис. 1. Геометрия задачи 
 
На свободной поверхности должно выполняться кинематическое усло-

вие, которое для случая плоских установившихся волн запишется в виде 

 , ,
d

c y
y x dx

         
  (1) 

здесь  x  – ордината свободной поверхности. 

Также вдоль свободной поверхности давление p сохраняет постоянное 
значение, равное значению атмосферного давления: 

, .ap p y    

Тогда для точек свободной поверхности интеграл Бернулли запишется 
в виде 

с 
h
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const, .
2

c g y
x y

                   
  (2) 

Исключим из условий (1) и (2) функцию  , продифференцировав вто-

рое условие по переменной x и подставив в него вместо производной функ-
ции    ее выражение из первого условия. Получим 

 
2 2 2

2
0, .c c g y

x x y x y yx

                           
  (3) 

На поверхности цилиндра должна равняться нулю нормальная произ-
водная потенциала скорости: 

0.
n

 


 

При заглублении обе составляющих возмущения скорости должны 
стремиться к нулю: 

0, 0, .y
x y

    
 

 

2. Линейная задача 

Применение метода последовательных приближений требует введения 
малого параметра, значение которого определяется характеристиками волно-
вого движения. В данной задаче его величину можно задать, исходя из усло-
вия малости скорости возмущения относительно скорости потока c. Для этого 
потребуется сначала решить задачу в линейном приближении, когда условия 
(1) и (3) принимают вид 

 
2

2
2

, 0, 0.
d

c c g y
y dx yx

       
 

  (4) 

Действие цилиндра заменим действием диполя, который заменял бы 
собой цилиндр при его обтекании неограниченным потоком [2]. Из этого до-
пущения следует, что вблизи центра цилиндра потенциал   должен прини-

мать следующий вид [8]: 

 

2

22
.

a cx

x y h
 

 
 

Поэтому функцию   представим в следующем виде: 

    
   

2 2

2 22 2
, , .

a cx a cx
x y x y

x y h x y h
    

   
  (5) 

Здесь функция  ,x y  является потенциальной и удовлетворяет со-

гласно второму условию (4) следующему граничному условию: 
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2 2

2
2 22 2

4
, 0.

ca ghx
c g y

yx x h

    
 

  (6) 

Функцию  ,x y  будем искать в следующем виде: 

 

0

sin ,kyAe kxdk


     (7) 

соответствующем установившимся волновым движениям. При этом условие 
затухания волнового движения при заглублении в выражении (7) уже учтено. 
Подставляя этот вид функции   в условие (6), получим равенство для опре-
деления функции A: 

 
2

2 22 2
0

4
sin .

g a ghx
A k k kxdk

c c x h


    
  

  

Применим к этому равенству обратное преобразование Фурье: 

 
2 2

2 22 2
0

2 4 2
sin .khg a ghx ka g

A k k kxdx e
cc c x h


        

  

Отсюда получается выражение для функции A: 

 
22

,khca g
A e

g ck



 

подстановка которого в интеграл (7) позволяет определить выражение для 
потенциала  : 

  
 

 2
2

2
2

0

sin 4
2 cos .

g
y h

k y h ckx a g gx
ca g e dk e

g ck c c

     
   (8) 

Тогда выражение для искомой функции   согласно (5) принимает вид 

 

   
2

2 2 2

2 2 22 2

4
cos .

g
y h

ca g gx a cx a cx
e

c c x y h x y h

    
   

 

Подставив его в первое условие (4), получим выражение для формы ор-
динаты свободной поверхности далеко за обтекаемым цилиндром: 

 
2

2 2

2 2 2
4 2

sin ,

gh

ca g gx a h
e

c c x h

   


  (9) 

которое совпадает с полученным в [2]. 



№ 4 (40), 2016                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 55

3. Метод малого параметра 

Для приближенного решения исходной нелинейной задачи воспользу-
емся методом малого параметра. Малый параметр выберем, исходя из пред-
положения малости скорости возмущения жидкости относительно скорости 
потока, т.е. малости отношения 

22

x y

c

            . 

Далеко за обтекаемым цилиндром выполняется приближенное соотно-
шение 

22

2 2

4

max
4

.
x y a g

c c

              

Поэтому в качестве малого параметра выберем величину 

 
2 2

4
.

a g

c
     (10) 

Тогда выражение (5) для функции  запишется в виде 

    
   

5

2 2 22 2
, , .

c x x
x y x y

g x y h x y h

       
     

  (11) 

Неизвестные функции   и   будем искать в виде степенных рядов по 
малому параметру  : 

 2 3
1 2 3 ... ,            (12) 

2 3
1 2 3 ...           

Сведя условия (1) и (3) разложением в ряд Маклорена входящих в них 
функций к условиям на фиксированной поверхности y = 0 [2, 7] и подставив 
выражение (11) и ряды (12) в уравнение и граничные условия, можно выпи-
сать задачи первого и второго порядка малости по параметру  . 

Задача первого порядка малости имеет вид 

1 0,   

   
5 2 5

21 1 1 1
2 2 22 2 2 2 2

4 4
, , 0,

d c hx c hx
c c g y

y dx yxg x h g x h

        
  

 

1 10, 0, .y
x y
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Для второго порядка малости задача примет следующий вид: 

2 0,   

 
2

2 2 1 1 1
12

, 0,
d d

c y
y dx x dxy

         
 

  (13) 

2 2 2
2 22 2 1 1 1 1

12 2 2
2c g c g c

y y y xx x x

                       
 

 
 
 

6 2 22 6 2
1 1 1 1

2 32 2 2 2 2 2

4 34 c h h xc hx
c

y x y x y yg x h g x h

        
      

 

 
 

 
 

 
7 2 2 11 2 2 2

1 14 52 2 2 4 2 2

48 16 3
, 0,

c hx x h c h x x h
y

g x h g x h

 
    

 
  (14) 

2 20, 0, .y
x y

    
 

 

Задача первого порядка малости решена выше, и функции 1  и 1  со-
гласно выражениям (8), (9) и (10) запишутся в виде 

 
 

 
2 2

3 4

1 12 2 2 2 2

4 4 2
cos , sin .

g gh
y h

c cc gx c gx c h
e e

g gc c g x h

        


  (15) 

Подставив выражения (15) в условия (13) и (14), получим задачу для 
определения неизвестных функций 2  и 2 , которая решается аналогично 
линейной задаче, вследствие чего ее решение здесь опускается.  

Функции 2  и 2  определяются в виде 

   2 2

23

2 2 2
4 2

sin cos ,

g g
y h y h

c cc gx gx
e Be

g c c

      

  2

2

2 2
4 2

2 cos

gh

cc gx
c e

g c

      

 
2 2

24 2

22 2 2

8 8
sin ,

gh gh

c cc h gx c
B e e

gcg x h

  
      

 

 

где 

2 39 3 2

4 3 2 2 2 2
2 32 2

3 3 3 2
3

c gh gh gh c g c
B

g ghg h c c c c h
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2 2
2 2

2 2
5 2 2

1 .
2

gh gh

c cgh gh
e Ei e Ei

c c

  
                         

 

Здесь Ei(z) – интегральная показательная функция [9]. 
Собирая вместе решения задач первого и второго порядка малости, по-

лучим приближенное решение исходной задачи: 

 

   
2

3 5

2 2 2 22 2

4
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g
y h

cc gx c x x
e

g c g x y h x y h
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2
2 2

4 2
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e Be

g c c

     
  
 

 

   2 2
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2
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4 2 4 2
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gh gh
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e c e

g gc cg x h

                    

 

 
2 2

24 2

22 2 2

8 8
sin ,

gh gh

c cc h gx c
B e e

gcg x h

   
           

 

Для иллюстрации на рис. 2–4 приведены графики формы свободной 
поверхности при различных значениях радиуса цилиндра (рис. 2), скорости 
набегающего потока (рис. 3) и глубине расположения цилиндра (рис. 4).  

 

 

Рис. 2. Форма свободной поверхности при разном  
радиусе цилиндра (c = 5 м/с, h = 1 м) 

 

 

Рис. 3. Форма свободной поверхности при разной  
скорости потока (a = 0,5 м, h = 1 м) 

 

а = 0,5 м 

а = 0,4 м а = 0,2 м 

с = 3 м/с 

с = 5 м/с 
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Рис. 4. Форма свободной поверхности при разной глубине  
расположения цилиндра (c = 5 м/с, a = 0,5 м) 

 
Из рис. 2–4 видно, что увеличение радиуса цилиндра приводит к воз-

растанию амплитуды волны. Большей скорости потока соответствуют волны 
большей длины. Возрастание глубины расположения цилиндра приводит  
в волновым возмущениям меньшей амплитуды. 

Заключение 

Таким образом, методом малого параметра получено решение задачи 
об образовании волн при обтекании кругового цилиндра потоком идеальной 
жидкости. Проиллюстрировано влияние различных параметров задачи на 
форму свободной поверхности жидкости. 
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